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Chapitre A
Dérivées

I Dérivée d’une fonction

I.1 Définition

On dit que f, fonction réelle, définie dans un intervalle des réels R, est dérivable, en un point x( de cet intervalle
et admet pour dérivée f’(zg) si :

lim
Tr—rT0o

{f(x) — f(o)

Tr — X

}:f'(xo) notée %(xo)

La fonction f’ est appelée dérivée de f. Elle peut, elle aussi, admettre une fonction dérivée et ainsi de suite. On
note le dérivées successives :

d2f dmf

dz? o dzn

f b . R ou encore ——
dx

1.2 Interprétation géométrique

La limite précédente représente également le taux de variation de la fonction au voisinage de xg, ou encore
linclinaison de la tangente a la courbe en My(xg).

Remarques :
— tres souvent, en Physique, et plus particulierement en Mécanique, lorsqu’il s’agit d’une dérivée par rapport

au temps t, on utilise la notation suivante :

df .
S =i

— pour les fonctions de variables complexes que nous rencontrerons en Electrocinétique et en Electromagné-
tisme, les résultats sont facilement généralisables.

Exemple tiré de I'Electrocinétique : soit q(t) = qo €’“*" la charge
complexe. On obtient pour le courant complexe i(t) :

dﬂ dejwt

i) =g = g

= qo jw e’ = jwq(t)

II Dérivées partielles

Soit f(x,y,2) une fonction réelle, définie dans R3. Pour (yo, z0) donnés, la fonction f(x, o, 20) est une fonction
de la seule variable z ; si elle est dérivable en g, sa dérivée s’appelle dérivée partielle de f par rapport a x au
voisinage du point My(zo, Yo, 20)- On la note :

of

ox (o)
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De méme on peut définir les dérivées partielles par rapport & y et z en My, g—i(yo), %(zo), et des dérivées
partielles successives.

En Physique il est d’usage de rappeler en indice les variables qui sont fixées lors de la dérivation. Par exemple,

dans le cas précédent :
of ) <(9f )
— est noté
or ox .z

pour rappeler que y et z sont considérés comme fixes lors de la dérivation.

Exemple tiré de la Thermodynamique : soit une mole de gaz
parfait, décrit par sa température 7', son volume V' et sa pression
p, on a :

RT
pV = RT ouencore V =—

p
le taux de variation du volume avec la pression pour T donnée

est : oV 51
() —nr (%) —-5
op ) op )p P

III Dérivée d’une fonction composée

Soient u une une fonction dérivable dans un intervalle I de R et f une fonction réelle définie dans I'intervalle
u(I). Si u est dérivable en zg, alors F' = f o u est dérivable en zg et :

F(a0) = 3 (25) = Ffufio)lu' (oo

Exemple tiré de la Cinématique :
Si x(t) = Rcos[0(t)] alors :

2 (t) = x(t) = —Rsin(@)i—z = —Rsin(0)d

IV Dérivée d’un vecteur par rapport a un parametre ¢
IV.1 Définition

On appelle dérivée du vecteur Z, par rapport au parametre t, en tg, le vecteur :

lim {Z(t) — X(to)} noté dX

t—to t— to At

4 (o)

Ses composantes dans une base fixe sont les dérivées, par rapport a ¢, des composantes de X dans cette base :

A, dA, /dt
si A= A,  alors ddZ: dA,/dt
A, o aa,jae

Exemple tiré de la Cinématique : soit le vecteur position OM,
avec O fixe, exprimé dans la base cartésienne :

—
OM =z e_g +y e_; +z2el
on a tout de suite, la vitesse dans la méme base :

—— =i

s
M

- do 2
dt

+ye, +iel
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IV.2 Dérivée du produit d’un scalaire et d’un vecteur

d da a4
&(O‘Z):E'X—Fa'ﬁ

—
Exemple tiré de la Cinématique : Soit le vecteur position OM,
avec O fixe, exprimé dans la base sphérique :

—
OM =re;
on a tout de suite :

oYY — —
dOM d de, de;
- O - r e :7’6_724»7’ e

“ T Cav T a at

IV.3 Dérivée d’un produit scalaire de deux vecteurs
Ona:

d a4 4B
&(X.E?):§-§+X-E

Exemple tiré de la Cinématique : dérivons le carré de la norme

du vecteur position OM = 7

||?||2 =r>=7 .7 donne 27“ﬁ = 2?@
dt dt

Si en plus cette norme est constante, comme pour les vecteurs
unitaires d’une base, r = Cste, alors :

- .
7 =7 =0

Le vecteur dérivée est alors normal au vecteur. Par exemple,
pour la base polaire :

de; . deg .
det :HQJ_G—Z ou %zﬂ‘)e_fJ_e_g

C’est aussi le cas de la vitesse et de la position dans un mouve-
ment circulaire, ou encore de la vitesse et de 'accélération dans
un mouvement uniforme (la norme de la vitesse est constante).

15 décembre 2023 3



Chapitre B

Différentielles

I Définition et utilisation

Soit une fonction f(x,y) définie dans R? et qui admet des dérivées partielles, on définit la différentielle df de
f comme la variation de f sous l'effet des variations conjointes dx et dy :

df = f(z +dz,y + dy) — f(z,y)

Si on limite le calcul au premier ordre en dx et dy (c’est & dire si on néglige les termes en da?,dy?, dzdy) on
peut confondre les dérivées partielles et les taux d’accroissement d’ou :

(81“) L flatdey) - fla,y)

ox dx
<8f> _ flry+dy) - f(z,y)
0y ). - dy

En remarquant que df peut se réécrire :

df = [f(z +dz,y +dy) — f(z,y +dy)] + [f(z,y + dy) — f(z,y)]

_(of of
df = <%>y+dy de + (ay) dy

Dans une approximation au premier ordre, on peut confondre les dérivées partielles évaluées en y et en y + dy,

et donc on obtient :
0 of
df = (&T)y dz + <3y>r dy

En Physique, on utilisera essentiellement le résultat précédent énoncé ainsi : la différentielle est, au second ordre
pres, la variation de la fonction f, entre deux points voisins.

on obtient :

Exemple tiré de la Thermodynamique : soit une mole de gaz
parfait, le taux de variation du volume avec la pression pour T

donnée est :
(5V> _ BT <81/p> _ _R;ZT
op ) r O )r p

et on obtient la variation de volume AV pour une petite varia-
tion de pression Ap a température constante par :

AV ~ <8V) Ap = —RTA—f
op ) P
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II Exemples

Fonction Différentielle
f(z) =322 +5z+4 | df = (62 +5)dx
flz)=1/z df = —dx/2?
flx)=Inzx df =dx/x

f(z) =e** df = ae**dx
f(z) = acos(x) df = —asin(z)dx
f(z) = asin(z) df = acos(x)dx
f(z) = tan(x) df = dx/cos®(x)
flz,y)=x+y df =dz+dy
fx,y) =2y df = ydz + zdy
flz,y) =z/y df = (ydz — ady)/y?

III Forme différentielle

Nous rencontrerons souvent en Physique, des situations ou nous manipulerons une grandeur physique infinité-
simale qui ne correspond pas a priori a la variation d’une fonction mathématique. Dans ce cas, cette grandeur
n’admet pas de différentielle et la grandeur infinitésimale de la grandeur G notée dG est une forme différentielle.
Pour une grandeur G qui dépend par exemple des variables = et y, on a pour des variations dx et dy :

5G = Pdz + Qdy

ou P et @ ne sont pas a priori des dérivées partielles puisque G n’est pas une fonction.

La conséquence principale est que, contrairement & une différentielle, la valeur de la forme différentielle dépend
du chemin suivi (c’est & dire de la fagon dont on réalise les variations dz et dy). Il conviendra de ne pas confondre
forme différentielle et différentielle, la notation § différente de d étant 1a pour le rappeler.

On rencontre cette situation dans le cas du travail élémentaire d’une force non-conservative par exemple.

En ce qui concerne les notations toujours, pour une grandeur finie évaluée entre deux points M; et M, on note :

Mo
G = / 0G
M,
Il ne s’agit alors pas d’une intégrale mais seulement d’une somme de grandeurs infinitésimales. La grandeur finie
n’est pas précédée de A cette notation A étant réservée aux variations finies des fonctions :

Mo

Af = f(M) — F(My) = / af

M,

Exemple tiré de la Thermodynamique : travail et transfert ther-
mique dépendent a priori du chemin suivi lors de la transforma-
tion et leurs variations sont des formes différentielles, notées 6 W
et 0Q).

D’apres le Premier Principe, I’énergie interne U est une fonction
d’état extensive d’un systeéme fermé. On peut donc noter sa va-
riation infinitésimale dU. Celle-ci ne dépend que de I’état initial
et de I’état final. Ce principe énonce également que la variation
de I’énergie interne est la somme du travail et du transfert ther-
mique, on a :

AU = W +6Q

15 décembre 2023 5
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IV Gradient d’une fonction

Soit f(x,y, z) une fonction réelle, définie dans une partie de R?, et O un point fixe, on appelle gradient de la
fonction f, le vecteur gradf défini par :

df = gradf - dOM

Les propriétés a retenir du gradient sont les suivantes :

—
— pour une surface définie par f(u,v,w) = Cste, un déplacement dOM le long de cette surface est perpen-
diculaire au gradient puisque df = 0 = gradf - dOM,

—
— gradf est orienté suivant les valeurs croissantes de f.
— la différentielle df est extrémale si dOM est colinéaire a grad f

B B
— [ emads-aod = [“ar = (B - 4 = A1
A A

Exemple tiré de la Mécanique : soit ? une force appliquée au
point M. Soit O un point fixe. Par définition, le travail de cette
force entre deux points A et B est :

W(E) = /sz.cm
A—B A

Si la force est conservative, alors il existe une fonction Ep(M)
F i
telle que : F' = —gradFEp et donc :

W(?):—/BgTLéEP-dO_J\f

A—B A

d’ou :

B
W(E) = [ dEp = ~[Ep(B) - Ep(4)] = -AEp
A—B A

R
En coordonnées cartésiennes on obtient pour 'expression du gradient de la fonction f(z,y, z), puisque dOM =

dre; +dye, +dzel
aadf= (e o (Ve (21 2
gradf = <6‘:c) Ca (63/) wt\a:) e

Exemple tiré de la Mécanique : soit un point matériel de masse
m, plongé a laltitude z (avec (Oz) orienté vers le haut) dans

le champ de pesanteur § = —g 2. Ce point posséde Iénergie
potentielle de pesanteur Fp(z) = mgz + Cste. En remarquant
que :

ﬁz:(?)a+<?> @)+<gz)@>:(gz> el =¢e
x Yy 2 z

on voit que la force qui dérive de cette énergie (le poids) s’écrit :

— p—
? = —gradEp = —mggradz = —mge_z>

15 décembre 2023 6
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Exemple tiré de la Statique des fluides : le principe fondamental
de la statique de fluide s’écrit, dans un référentiel galiléen et pour

un fluide soumis uniquement au champ de pesanteur uniforme
g=—gel: o
—gradp+pg =0

—
Grace a l'exemple précédent on sait que gradz = e_g, et donc
que :

s s
pg=—pggradz = —pgrad(pz) sig est uniforme.
Si de plus p est uniforme (fluides incompressibles et homogenes) :
. — —
pg= —pgrad(pz) = —grad(pg z)

Le principe fondamental de la statique des fluides incompres-
sibles s’écrit donc :

. .
—gradp — grad(pgz) =0

ou encore :
p+pgz=K=_Cste

V Théoréme de Schwarz

Soit une fonction f(z,y) définie dans R? et qui admet des dérivées partielles, on retient le théoréme suivant :

o*f  0°f
0xdy  Oyox

théoréme de Schwarz

qui traduit le fait que le résultat d’'une dérivation partielle d’ordre 2 ne dépend pas de ’ordre dans lequel les
dérivées partielles par rapport a chacune des variables sont faites.

15 décembre 2023 7



Chapitre C

Systemes de coordonnées

Pour préciser correctement 1’écriture des lois physiques, notamment en électromagnétisme, il est utile de
connaitre et de savoir utiliser les expressions des éléments différentiels (ou encore élémentaires) géométriques.

On notera dOM, dS et dV respectivement les longueur, surface et volume élémentaires.
Suivant la symétrie du probléme ou encore I’expression des grandeurs physiques manipulées, on choisit différents
systemes de coordonnées. Les plus utilisées sont les coordonnées cartésiennes, cylindriques et sphériques.

I Coordonnées cartésiennes

Le systeme de coordonnées cartésiennes est le systeme
pour lequel la base est fixe dans le repere d’étude. Si
on note R le référentiel d’étude et €, €, et €, les vec-
teurs unitaires de la base cartésiennes, alors les dérivées
temporelles de ces vecteurs unitaires sont nulles dans
le référentiel R.

On a de fagon triviale :

[

OM =zée; +ye, +ye,

et
17M/R::bé’m+yé'y+z'é'z

L —_—
Etant donné que vj;/r = (dgtM) on a
R

dOM = Gyt

—
et on en déduit que dOM = zdt €, + ydt e, + 2dt ..

——
En remarquant que xdt = i—fdt = dx, etc. on conclut que [dOM = dx e+ dy e_y> +dzel|
On obtient donc les éléments de longueur le long des trois axes suivants :

dx
dy
dz

Les différentes surfaces élémentaires scalaires correspondent aux faces d’un cube :
dS, = dzdy; dS, =dxdz; dS, =dydz

De plus, en Physique, il est courant d’orienter les surfaces a ’aide d’une normale. La surface élémentaire est
alors un vecteur. En considérant ’exemple de la face orthogonale a e2 d’un cube élémentaire, on a :

dS =dS, 2 = (dz&l) A (dy &) = dzdy &
Enfin, I’élément de volume s’écrit simplement :

AV =dzdyds (= (dzeg) A(dye;)-dzel)

8
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IT Coordonnées cylindriques (r,6, z)

On note que : 6 € [0, 27].
On rappelle qu’on a OM = re_r> + ze_z> donc dOM = dre_Z + rde_r> + dz e_z>.

II.1 Déplacement élémentaire
_>

Le vecteur unitaire e,. s’écrit :
— = — . de; : = = _ =
e, = cos(f) e; +sin(f)e; d’ou: o= sin(6) e, + cos(0) e, = ed

o
Or, dOMzdre_r>+rde_T>+dze_z>, donc :

dOM = dre; +rdle; +dz e

N — .
On retrouve le méme résultat en remarquant que dOM = @y /g dt d’ott on déduit que dOM = rdt €, +r0dt €y +

Zdt €,. On obtient donc les éléments de longueur le long des trois axes suivants :

dr
rdf
dz

I1.2 Eléments de surface

On construit un élément de surface dS en fixant une des coordonnées et en faisant le produit des longueurs

élémentaires dérivant des deux autres coordonnées :

portion d’anneau a la cdte z constante : dz=0—dS, =rdrdf
portion de surface méridienne a 6 constant : df =0 — dSp =drdz
portion de surface latérale a r constant : dr =0—dS, =rdfdz

I1.3 Elément de volume

On construit un élément de volume dV en faisant le produit des trois longueurs élémentaires :

dV =rdrdfdz

11.4 Expression du gradient

- (3) 7 (1) 7 ()=

15 décembre 2023 9
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IIT Coordonnées sphériques (7,0, )

rcosft

On note que : § € [0, 7] et ¢ € [0, 27].
On rappelle qu'on a OM =r e, donc dOM = dre; +rde,.

III.1 Déplacement élémentaire

Le vecteur unitaire e—Z s’écrit :

ey = sin(f) cos(y) s + sin(f) sin(p) e, + cos(f) ez

On a donc :

— —
S0, ¢) don dit= (20 a9+ (%) 4y
20 ), op /),

On peut facilement montrer que :

%
(%er ) = sin(d) e

Or, dO—]\Zf =dre, +rde_r>, donc :

d5]\—4>:dre_f+rd9€_g>+r sin(@)dnpe_:,

Les éléments de longueur suivant les trois axes sont donc :

dr
rdd
r sin(6) de

II1.2 Eléments de surface

On construit un élément de surface dS en fixant une des coordonnées et en faisant le produit des longueurs
élémentaires dérivant des deux autres coordonnées :

portion de calotte sphérique 7 constant : dr =0 — dS = 72 sin(6) df dy
portion de plan parallele & 6 constant : df =0 — dS = rdr sin(6) de
portion de plan méridien a ¢ constant : dp =0 —dS =rdrdf

15 décembre 2023 10
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II1.3 Elément de volume

On construit un élément de volume dV en faisant le produit des trois longueurs élémentaires :

dV =72 dr sin(f) d0 dyp

1I1.4 Expression du gradient

- () (%)
or

&L

IR
r 00 * <r sin(6) 8@) ce

IV Flux et circulation d’un champ de vecteur

V  Flux d’un champ de vecteur

V.1 Orientation d’une surface

Il est souvent nécessaire de disposer d’une convention d’orientation d’une surface, qui repose sur la définition
d’une normale 77 & cette surface.

Dans le cas d’une surface ouverte, il est convenu de tracer une courbe fermée orientée sur cette surface, la
normale étant alors déterminée par la regle du tire-bouchon.

Tn
! D

Dans le cas d’une surface fermée, la normale est simplement définie comme orientée vers [’extérieur de la surface.

V.2 Flux d’un vecteur

Considérons une surface quelconque S orientée et un champ de vecteur Z Par définition on appelle flurz ® de

@LfXﬂdS

a travers S, I'intégrale suivante :

C’est a priori une forme différentielle de degré 2 :

0® = Pdydz + Qdzdx + Rdzx dy

VI Circulation d’un champ de vecteur

La circulation d’un champ de vecteur X, le long d’un contour fermé I' est I'intégrale suivante :
oy
]{ A - d0M
r

ou M appartient au contour fermé et O est un point fixe.

15 décembre 2023 11



Chapitre D

Equations différentielles

I Equation différentielle linéaire a coefficients constants
Une équation différentielle linéaire est une équation du type :

any™ +ap ny" TV -t asy’ +ary +agy = f(@) (D.1)

c’est-a-dire une équation faisant intervenir une fonction et ses dérivées successives. f(x) est appelé « second
membre » de ’équation.
Lorsque les coefficients a; sont des constantes, on dit qu’il s’agit d’une équation différentielle linéaire a coefficients
constants. C’est le cas que nous rencontrerons principalement en sciences physiques.
L’équation suivante :

any™ +apnyy" PV + ot ay’ tary Hagy =0 (D.2)

est ’équation homogeéne associée & (D.1). Elle est aussi appelée équation différentielle sans second membre
ou plus simplement équation sans second membre (ou encore & second membre nul).

Remarque : si dans I’équation, il apparait des fonctions non linéaires de y (ex : 32, siny, Iny3,...), alors I’équation
différentielle n’est plus linéaire.

IT Solution générale d’une équation différentielle linéaire

L’équation étant linéaire une solution générale est une superposition d’une solution particuliere et d’une
solution de I’équation homogene (dite « sans second membre »).
Solution générale = Solution de ’équation sans second membre + Solution particuliére

Y =yYsp +Yyssm

Il existe une infinité de solutions mathématiques a ; la résolution donne donc une solution générale de y
ou apparaissent des constantes inconnues. L’équation est vérifiée quelle que soit la valeur donnée a ces
constantes.

Si l’équation est temporelle (la variable est le temps) la solution de I’équation sans second membre sera appelée :
« régime transitoire » et la solution particuliere : « régime forcé » (ce sera le cas en électrocinétique
notamment).

La solution particuliere de est une fonction yg qui vérifie et que nous devrons trouver intuitivement.
Nous devons donc essentiellement apprendre a résoudre 1’équation sans second membre.

Remarques : en physique, nous serons le plus souvent confrontés a des équations différentielles linéaires :

du premier ordre : a1y’ +agy = f(x)
du second ordre : axy” + a1y +aoy = f(x)

Lorsque les équations différentielles ne sont pas linéaires, la méthode de la superposition des solutions ne fonc-
tionne plus et il faut envisager soit une résolution de I’équation par intégration (généralement apres séparation
des variables) soit une résolution purement numérique (méthode d’Euler par exemple).

12
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IIT Résolution des équations différentielles linéaires a coefficients
constants du premier ordre

IV Equation

Si la fonction y est fonction de ¢, c’est une équation du type :

dy

!

= — = t
¥y +ay dt-l—ay f(@)

oll a est une constante (équation a coeflicient constant).

V Solution de ’équation sans second membre

La solution de % + ay = 0 est yssar(t) = Ae~* (oit A est une constante quelconque).

Exercice : vérifier que yssp(t) = Ae™ % est bien solution de % + ay = 0 quelle que soit la valeur de A.

VI Solution particuliére de I’équation complete

On cherchera a priori une solution particuliére ayant la méme « forme » que le second membre c’est-a-dire une
dépendance analogue & la variable (le temps ou la position suivant les situations physiques).
Exemples :

« Forme » de f Solution particuliere

f=A=Cste ysp = K = Cste

f(t)=At+ Bou f(t) = At ysp(t) = Kt +Q

f(t) = A sin(wt) ou f(t) = A cos(wt) | ysp(t) = K sin(wt + ¢) ou K cos(wt + ¢)

d
Par exemple, supposons que nous ayons a résoudre : d—y + 2y = 5 Dans ce cas f = 5 est une constante (cas

que nous rencontrerons souvent). On cherche donc une solution particuliere constante. On a donc dans ce cas :
dysp
dt

Ysp = 3 est une solution particuliere de I’équation.

= 0 ce qui meéne immédiatement a 2ysp = 5.

d
Ainsi les solutions générales de d—‘z + 2y = 5 sont de la forme :

_ 5
Yy =yssm +ysp = Ae 2t+§
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VII Détermination de la solution physique du probléeme (Probleme
de Cauchy)

Nous avons obtenu une solution générale. Il reste ensuite & déterminer la valeur de la constante A qui reste pour
nous une inconnue.

Ce sont les conditions particuliéres du probléme physique qui vont nous donner la valeur de A.
Si la condition porte sur la valeur de la fonction a un instant donné, on parle de conditions initiales.

Si la condition porte sur la valeur de la fonction en une position donnée, on parle de conditions aux limites.
dy
dt

5
Compte tenu de la forme de la solution générale y(t) = Ae 2" + 5 Dous avons :

Exemple : on associe a 1’équation + 2y =5 la condition initiale y(¢;) = 3.

5 )
yith) = Ae™™ + o = 3=Ae7 4 T

et donc

1
A=(3- g)e%1 = §€2t1

d
La solution générale de d—:Z + 2y =5 avec la condition initiale y(t;) = 3 est :

)

Lo oy —2(t—t1)
y(t) = 5 e e + 5 e + 2

Une fois le calcul mené a bien, on vérifie que le résultat est cohérent avec la condition particuliere énoncée

c’est-a-dire que la solution trouvée redonne bien y(t1) = 3
1 5
leiy(t =t1) = §€2t1€_2t1 + 3=3 + 3= 3 et le résultat est donc cohérent.

Remarque : dans la plupart des applications physiques la condition particuliere porte sur 'instant ¢ = 0 ou sur
la position z = 0 et le calcul est donc un peu plus simple que dans ’exemple précédent.

1 5
)
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VIII Exercice

La tension électrique u vérifie I’équation % + 3u = —41t associée a la condition initiale :
u(t=0)=2V
Déterminer l'expression de u(t).
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IX Résolution des équations différentielles linéaires a coefficients
constants du second ordre

X Equation

L’équation est du type :
ay” +by +cy= f(t)

Ou encore, si y est une fonction du temps ¢ :

d?y . dy
iy = f(t
@y Tog Hey=10)

ol a, b et ¢ sont des constantes (équation a coefficients constants).

XI Solution de I’équation sans second membre

Dans un premier temps, on associe a 1’équation sans second membre un polynoéme caractéristique dont on
cherche les racines, ce qui revient a résoudre 1’équation caractéristique :

ar® +br+c =0 de discriminant A = b* —4ac (D.3)
Lorsqu’il y a deux racines r; et ry, la solution est toujours du type :
ySSM(t) — Al ent +A2 erzt

On peut néanmoins distinguer les cas suivants :

a) A>0
Alors (D.3)) possede 2 racines réelles r1 et o et la solution de I’équation peut aussi se réécrire :

‘ySSM(t) = Dch(rt) + F'sh(rat) ‘

Remarque : dans les problemes physiques que nous étudierons, les racines r; et ry seront trés souvent

négatives.
b) A<0
Alors (D.3) posséde 2 racines complexes conjuguées 1 et ro que 'on peut toujours mettre sous la
forme :
1. 1
rn=——+jwetrg=———jw
T T
ou encore ,
rm=a+t+jwetro=a—jwavecax =——
-

et la solution de I’équation sans second membre s’écrira indifféremment :

yssa(t) = e 7 (A cos(wt)+ B sin(wt))ou
yssu(t) = Ge 7 cos(wt+ @)

Remarque : en physique, la partie réelle des racines sera trés souvent négative (c’est-a-dire 7 > 0 ou
a < 0).

c) cas particulier A =0
Alors (D.3)) posseéde une racine double et la solution de I’équation sans second membre sera :

yng(t) = 67% (At+B)

Remarque : en physique, la partie réelle des racines sera trés souvent négative (c’est-a-dire 7 > 0).
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XII Solution générale de I’équation

d? d

asY Y

de? dt

Dans un second temps, il faut trouver de fagon intuitive la solution particuliére de I’équation compléte (c’est-
a-dire avec son second membre), selon les mémes principes que pour une équation du premier degré.

On a alors simplement :

+ey = [f(t)

Solution générale = solution de 1’équation sans second membre + solution particuliére

Mais nous remarquons ici que la solution générale d’une équation du second degré est toujours définie & deux
constantes pres (par exemple A et B, ou G et ) quel que soit le signe de A. Ce sont les conditions particuliéres
du probléme physique, appliquées a la solution générale, qui vont nous donner les expressions de A et de B. 11
nous faut donc ici connaitre non plus une mais deux conditions particuliéres pour déterminer complétement
la solution de I'équation différentielle.

XIITI Application

Résoudre I’équation différentielle suivante :

d’y  dy
— +2—=+4+3y==6
a2 e oY
sachant que
yt=0)=0

et
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XIV Régime harmonique

d
Un cas particulier important en Physique intervient lorsque le terme du premier ordre y' = d—:g n’apparait pas

dans I’équation et que c est positif :

&y

2 +cy=f(t) avece>0

L’équation est dite harmonique, et la solution de I’équation homogeéne associée est appelée régime harmonique.
Dans ce cas, I’équation caractéristique correspondant & 1’équation homogene est : 72 + ¢ = 0 et on trouve
immédiatement les racines 71 = jv/c et 7o = —j v/c pour lesquelles o = 0 (ou 7 — +00) et w = \/c.
On a immédiatement :

yssam(t) = A cos(vct) + B sin(vct) = G cos(v/ct + ¢)

La solution générale s’écrit :

y(t) A cos(v/ct) + B sin(y/ct) + ysp ou
y(t) = Gcos(Vet+¢)+ysp
2

d
Exemple : dit?; +3y=6
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Chapitre E

Analyse vectorielle

I Opérateur divergence

I.1 Théoreme d’Ostrogradski

Soient (S) une surface fermée délimitant un volume (V') et A un champ de vecteurs quelconque. Soit d7(P) un
élément du volume (V') centré autour du point (P). Théoréme d’Ostrogradski :

{[[ aiv(Xarpy= {f A(p)-as(p)

Pe(V) Pe(9)

1.2 Opérateur divergence en coordonnées cartésiennes

Le théoréme précédent suffit a définir 'opérateur divergence, noté div, qui s’applique a un champ de vecteurs
et dont le résultat est un scalaire.
En coordonnées cartésiennes x, y, z dans la base (@, 4, U,), on note A,, A,, A, les coordonnées de Z telles

que A, = Z Uy, Ay = Z Uy, Ay = AU, et Z = A, iy + Ay iy + A, i,. On peut alors exprimer :

. 94, 0A, 0A,
div(A) = 5" 5t o

div(z) est mathématiquement un champ scalaire dont la dimension physique est celle de X divisée par une
longueur :
_ dim(4))

L

dim(div(4)

II Opérateur rotationnel

II.1 Théoréme de Stokes

Soient (C') un contour fermé et orienté, enlagant une surface (5). La régle de la main droite appliquée au

contour (C) permet d’orienter (S) par un vecteur unitaire 7 et de définir — $7. Soit 4 un champ de
vecteurs quelconque. Théoreme de Stokes :

{[ rot(A)-aS(p) = A(p) . dOP

PE(V) Pe(0)

I1.2 Opérateur rotationnel en coordonnées cartésiennes

4 4 4 S qsp s ’ . vt . . N
Le théoréme précédent suffit & définir 'opérateur rotationnel, noté rot, qui s’applique & un champ de vecteurs
et dont le résultat est un vecteur.
En coordonnées cartésiennes z, y, z dans la base (@, 4, 4,), on note A,, A,, A, les coordonnées de X telles

que A, = X Uy, Ay = X iy, A, = X <1, et Z = Ay i, + Ay ty + A, U,. On peut alors exprimer :
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A A A A A A
() = (5 - ) aok (G- G )+ (G- 5 )

oy 0z 0z Ox Ox oy

rot(Z) est mathématiquement un champ de vecteurs dont la dimension physique est celle de Z divisée par une
longueur :

dim(fot(4) = dimEZ))

IIT Opérateur laplacien d’un champ scalaire

III.1 Définition
Soit A un champ scalaire quelconque. On appelle opérateur laplacien, noté A, 'opérateur tel que :
—
AA = div(gradA)

Attention : ne pas confondre 'opérateur laplacien avec la différence d’une grandeur qui se note de la méme
fagon (par exemple en mécanique ou en thermodynamique). C’est le contexte qui permet de comprendre a quoi
se rapporte la notation A.

II1.2 Opérateur laplacien d’'un champ scalaire en coordonnées cartésiennes

En coordonnées cartésiennes z, y, z, on peut exprimer :

0%A 024 0?4
Ad= Ox? + Oy? + 022

A(A) est mathématiquement un scalaire dont la dimension physique est celle de A divisée par une longueur au
carré :
dim(A)

L2

dim(A(A)) =

IV Opérateur laplacien d’'un champ de vecteurs en coordonnée car-
tésiennes
IV.1 Expression en coordonnées cartésiennes

Soit Z un champ de vecteurs quelconque. En coordonnées cartésiennes x, y, z dans la base (ty, iy, @), on note
Ay, Ay, A, les coordonnées de Z telles que A, = Zﬂx, Ay = Xﬂy, A, = Z-ﬁz et X =Ap U+ Ay Uy +A, U,

AA = AAE, +AA G, + AA, E.

AX est mathématiquement un champ de vecteurs dont la dimension physique est celle de Z divisée par une
longueur au carré :

dim A(X) = dmll_@

IV.2 Relations avec les autres opérateurs d’analyse vectorielle

On retient que :

AA = grad(div(A)) — rot(fot A)  ou encore | tob(rot A) = grad(div(A)) — AA
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